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Sunto. Presentiamo un teorema di immersione, nello spazio di Sobolev classico 
di ordine frazionario s = 3, dello spazio di Sobolev del primo ordine relativo ad 
una coppia di campi vettoriali non localmente lipschitziani in R3. 


Abstract. We show the following embedding 
H%?(R8) C W*2(X1,X2) 


where H?:? denotes the classical Sobolev space of order s = WL?(X1,X2) 
stands for the generalized Sobolev space of order 1 related to the pair of vector 
fields X,,X2. We assume X; = Oz; +0;0x3, a; € H°?(R3) and qi= X103 — X90 
bounded from above and bounded away from zero. pg Lu 


Nella 
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UN TEOREMA DI IMMERSIONE PER CAMPI VETTORIALI 
NON LIPSCHITZIANI 


E. LANCONELLI 


Risultati ottenuti in collaborazione con A. Montanari 


1. Introduzione. Nello studio delle proprietà di regolarità delle solu- 
zioni viscose dell’equazione della curvatura di Levi, si presenta il problema 
dell’immersione, in opportuni spazi LP, degli spazi di Sobolev (generalizzati) 
di ordine 1 relativi a campi vettoriali con coefficienti “poco” regolari. Data 
una funzione u di classe C? in un aperto £ di R3, la curvatura di Levi del 
grafico di u è il seguente numero reale 


1+(0,.u)?)? 
_ (14 (0g)? + (0x3) È x2u+ Xiu), 
(1+a? + a3)? 


(1.1) 


ove le funzioni a; e a, dipendono dal gradiente di u nel modo seguente 


= _— Prgdr udzzu i _ _ Day ut9zzudzg 
(1.2) a = ax(Du)= a 2 ag=a(Du)=- a III ca 


Per j = 1,2, X; è l'operatore differenziale lineare del primo ordine 


(1.3) Aj = dx; t dd 
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L'osservazione che la curvatura di Levi si può scrivere come in (1.1) è 
contenuta in [Cit98]. A causa della (1.1), assegnata una funzione reale k su 
QxR, 

1 2 2\8 
(4) Xfu+xfu= ptt 
(1+(0x3u)?)? 
viene chiamata eguazione della curvatura di Levi assegnata k sull’aperto Q. 
Il primo membro di (1.4) è un operatore del secondo ordine quasilineare, con 
forma caratteristica 


A(x, Du; €) := (X1, €)? + (X2, €)? 
= (fé + a1(Du)t3)? + (£& + az(Du)g3)?. 


Ovviamente A(x, Du; €) > 0 per ogni (©, Du; é) e A(x, Du; €) = 0 quando 
€ = (-a1, —a2,1). L’operatore al primo membro di (1.4) è quindi quasili- 
neare ellittico degenere, e non è ellittico in ogni punto (©, D(u)). Lo studio 
della regolarità delle soluzioni viscose di (1.4), non si può quindi condurre 
con le tecniche introdotte in questi ultimi anni da Krylov, Evans, Trudinger, 
Caffarelli e Cabrè per le equazioni ellittiche non lineari (si veda [CC95]). 
L'equazione (1.4) è stata studiata recentemente da Citti e Montanari. Esse 
hanno introdotto un nuovo metodo iterativo che consente di ottenere note- 
voli risultati di regolarità . Questo metodo, nel caso in cui la curvatura 
k sia diversa da zero in ogni punto e di classe C°®, permette di dimostrare 
la regolarità C°° delle soluzioni viscose lipschitziane [CLM99]. La tecnica 
utilizzata in questo lavoro richiede la seguente disuguaglianza di immersione 


(1.5) fils < CO IXF]l2+ Ilflla)- 


j=1 


ove X; è l’operatore definito in (1.3) col coefficiente a; dato da (1.2) e 
calcolato su una funzione u € Liproc(0) soluzione viscosa di (1.4). Nello 
schema iterativo in [CLM99] la disuguaglianza (1.5) viene utilizzata quando 
già è nota la seguente proprietà di regolarità dei coefficienti a; e ay: 
(1.6) a; € He(R°) j=1,2. 


loc 


Inoltre, essendo formalmente 


Di, Xa] = dir, 
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con 


ML: al + a)? 
(1+ (03 u)?)?” 


se u € Liproc(0) e inf k > 0 allora 


q= 


1 
q,_ € Ltoc(9), 
q 
X;(g) € H}}?(9) e, di conseguenza, 
Xj(g) € Lè(0), j= 1,2. 


Queste condizioni, insieme con la (1.6), implicano la disuguaglianza di im- 
mersione (1.5). Essa deriva, come vedremo fra breve, da un corollario del 
seguente teorema, principale risultato di questa nota. 

TEOREMA 1.1. Consideriamo in R3 gli operatori differenziali 


(1.7) Xj = dx; + Aj0x3; g= 1,2 


dove a;, a, appartengono al classico spazio di Sobolev H®?(R*). Definiamo 


(1.8) qi= X109 a X701 
e suppontamo 
1 
(1.9) dg E L”(R°). 
Allora esiste una costante positiva C, dipendente soltanto da 
s 1 
(1.10) M = Y (Ila;llz2 + IX) + Ilallo + lo 
j=1 i 

tale che a 
(1.11) lfilayza < C(IfI2+Y IXGflI2) 

j=1 


per ogni f € C$°(R*). 
Nota. Se qg è la funzione in (1.8) allora, come sì riconosce immediata- 
‘ mente, [X1, X2] = 90z;. 
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Dimostreremo il Teorema 1.1 nel paragrafo 3. Diamo subito, invece, la 
dimostrazione del corollario seguente. 

COROLLARIO 1.1. Nelle ipotesi del Teorema 1.1 vale la disuguaglianza 
(1.5) con una costante C dipendente solo dalla quantità M in (1.10). 

Dimostrazione. Segue dalla (1.11) e dalla immersione classica 


H??(R*) c L3(R). 


Sul Teorema 1.1 e sul Corollario 1.2 sono necessari alcuni commenti. 

(i) Quando i coefficienti a, e a, sono di classe C® la disuguaglianza (1.11), 
con una costante C' dipendente “genericamente” dalle derivate di a € 02, è 
conseguenza della seguente stima 


2 
(1.12) IPC Xa]filaa < CO; fIl2 + INFN) 
: j=1 
che si può trovare nella monografia [0R73]. Dalla (1.12), essendo 
Dx, Xo]f = 1016208 di 
se qg > costante > 0 si ricava infatti 
2 
(1.13) les fl-2,2 < CO IXGF]2 + IIfII2) 
j=1 


D'altra parte dx; = X; — 0;0x3. Quindi, per j = 1,2, 


2 
9e; FI 3,2 < CX; fII 2,2 + Ha5dzs fIl2) < CO 1Xfll2 + 11$112) 


2° 
j=1 


Da questa e da (1.13) si ottiene 


> 20 
fl, < Ci X;fll2 + IlFIl2) 


j=1 


con Ci dipendente soltanto dalle a; e dalle loro derivate. Questa generica di- 
pendenza non consente l’applicazione di (1.11) a procedimenti di regolarizza- 
zione delle soluzioni viscose di equazioni non lineari di tipo curvatura di Levi. 
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In particolare non è utilizzabile nello schema iterativo di Citti-Montanari. 
La novità essenziale del Teorema 1.1 sta nel precisare la dipendenza della 
costante C in (1.11) dalla sola quantità M in (1.10). 

(ii) Se i coefficienti a, e a, sono di classe C! e se la funzione gq in (1.8) 
è limitata e lontana da zero, allora vale la seguente disuguaglianza di tipo 
Poincarè 


(1.14) si |} — falde < CorB] / (fl + Daf 


ove B = B(xo,r) è un disco della metrica di controllo generata da X, e 
Xo, A è una costante maggiore di 1 indipendente da f e da B, C dipende 
dalle norme C1 dei coefficienti a, e az, AB indica il disco B(%o, Ar). Questo 
risultato è contenuto in [LM98]. In questa stessa nota è anche dimostrata 
la seguente stima della misura di Lebesgue di B = B(xo,r): 


1 
(1.15) "a < |B|< pr. 


Anche la costante , dipende solo dalle norme C* dei coefficienti a; e a. 
Risultati ormai ben noti di Saloff-Coste, Biroli & Mosco, Franchi & Se- 

rapioni & Serra Cassano, Garofalo & Nieu, assicurano che la disuguaglianza 

(1.14) e la stima (1.15) implicano la seguente disuguaglianza di tipo Sobolev: 


(1.16) IL fila < C2Y_ XGfIla 


j=1l 


con C3 dipendente solo dalle costanti in (1.14) e (1.15), e quindi dipendente, 
in definitiva, dalle norme C? dei coefficienti a, e a. Non ci è ancora chiaro se 


(1.16) possa valere nella sola ipotesi di a; € H?:. Dalla (1.16), ovviamente, 
sì ricava 


2 
fl < 03), |Gf]l2 
j=1 
che, in apparenza, migliora la (1.5). Tuttavia, la dipendenza di C3 dalle 
norme C1 dei coefficienti a;, la rende inutilizzabile nel procedimento iterativo 
più volte menzionato di sopra. 
La presente nota è organizzata nel modo seguente. Nel successivo pa- 
ragrafo 2 dimostreremo un teorema sul commutatore fra un operatore di 
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moltiplicazione e un operatore di Calderon-Zygmund. Nel paragrafo 3 dimo- 
streremo il Teorema 1.1. 


Avvertenza. I risultati di questa nota, insieme con una naturale estensione 
del Teorema 1.1 ad una n-upla di campi vettoriali di passo 2, appariranno 
negli atti di un convegno in memoria di Filippo Chiarenza tenutosi a Catania 
nel novembre ‘98. 


2. Un teorema sul commutatore. Sia m € C°(RN) tale che 
(2.1) |D*m(6)] < cal]! 


per ogni multi-indice a. Denotiamo con T l'operatore di convoluzione relativo 
a 


K=F(m): 
T:5S'-+S, Tv=Kxv. 
Dallà condizione (2.1) segue che m € L®, K € CX(RN \{0}) e 


(2.2) ID°K(2)| < cale| 7 


per ogni multi-indice a ([Ste93, p. 26]). Allora X è un nucleo di Calderon- 
Zygmund e 7 è un operatore lineare e continuo di L” (R“) insè per ognir € 
]1, oo[. Data una funzione regolare a : RN — R, consideriamo il commutatore 


[a, T]v := a(Tv) — T(av). 


Il nostro principale risultato è il seguente teorema. 
TEOREMA 2.1. Siano 1 < p< c0 el<q<Ntaliche x <3+1<1 
Definiamo 


1 1 1 1 
Allora, per ogni funzione a € C*(RN), 
(2.4) Da, T]oll < clD°allgl|vllo, Vo e CRY) 


dove c è una costante positiva indipendente da a e da v. In (2.4) D indica 
il gradiente in RN mentre D°a indica la matrice hessiana di a. 
Dimostrazione. Osserviamo anzitutto che per ogni funzione v € C6° (RN) 


(la Tho)(e)= f K(@-y)(0(2)- als)vm)dy, 2 ER". 
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Allora, scelta una funzione n € CS°(R) tale che (x) = 0 se |e| < 3 € 
n(e)=1se|z|>1, 


n, . f N 
[a, T]v = lim Rw in S'(R°), 
dove 


(Ra) = | Ke-yn(T 


RN 


2) (a(2) — aly))v(v)dy, 2 e R". 


Di conseguenza 


Dla,Tv=limDRw in S'(RN). 


Calcolando il gradiente di R.v si ottiene 
RA) = f, DEE -0(E7%)(a(0) — ay 
+ [ KE-MOM(T7%) (000) — om 


T-y 
+Da)@) f Ke-vn( ew 
= (RM v+ RAv+ RAV). 


Dalla teoria degli integrali singolari di Calderon-Zygmund segue che, per 
e > 0, Kn: *v converge in L?(R) alla funzione w tale che 


(2.5) roll» < clloll» 


dove c è una costante positiva dipendente solo da K e p. Allora, per e + 0, 
Rv converge in S'(RN) a 


R®v := Da- w. 
Inoltre, grazie a (2.4) e (2.3), 
IROd]k < eilDall e ilvll < clD°allalle]l» 


(per il classico Teorema di Sobolev) 


Qui e nel seguito denoteremo sempre con c una peg positiva independen- 


te da a e v. Studiamo ora il comportamento di RO v. Un cambio di variabile 
dà 


RA v(x) = NT! hs K(ez)(Dn)(2)(a(x) — a(x — ez))v(x — ez)dz. 
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Per e che tende a zero la funzione (x, 2) + e !(a(x) — a(r — ez)) converge a 
(©, 2) + (Da(x), 2) uniformemente su ogni sottoinsieme compatto RN x RN. 
Inoltre, per la stima (2.2), 


dove c e ci sono indipendenti da e. Allora, su ogni fissato compatto K C 
RN \ {0}, {z > eNK(ez), e > 0} è una famiglia di funzioni equilimitate 
e equicontinue. Di conseguenza, prendendo una sottosuccessione, se neces- 
sario, e; | 0 K.(2) := eVK(ez) converge puntualmente in RN \ {0} a una 
funzione continua Ko. Inoltre, la convergenza di K. a Ko è uniforme su ogni 
sottoinsieme compatto di RN. Allora, poichè Dn ha supporto compatto, 


lim RA) y(2) = (J Ko(2)Dm(2)(Da(x), 2)dz)v(x) =: R®v(£) 
e+0 RN 
uniformemente su ogni compatto di RN. Poichè 

|IR®v] < c|Dal ol, 


si ottiene 
(2.6) IRAdll; < c[Dall xe lp < iD2allallo]]p- 


Stimiamo ora RO), la parte cruciale di DR.. Anzitutto, usiamo la formula 
di Taylor per scrivere 


alc) — a(y) = (Da(y),r— y) + J (1-4(D'alyi(e— y)(r— y), e - y)at. 


. a 02 DI . 
Allora, denotando con d; e d;; le derivate dr; € 3x,02;» Iispettivamente, 
abbiamo 


RPu(2) = f., DE(- Daly), yn(EL)o(0)dy 


€ 


+ [PE - "(E )0(/ 1-9) - e) 


€ 


75 


I nuclei 
Kuig = bEloa: bi KM 
sono di tipo Calderon-Zygmund poichè 
Khj = F1(muj); 
essendo 


sube sg (Game) 


funzioni C che soddisfano la condizione 


|D*mag(€)| £ calél”® 


per ogni multi-indice a. Allora, per e + 0, la prima somma al secondo 
membro (2.7) converge a 


N 
rd R019) (0;av), 


j=l 
dove R(15) è un operatore lineare e continuo in L'(R). Di conseguenza 
N o 
ID RA9(G;av)]}; < ell(Da)vll < el Dall xe Ilv]lp < cID°allallvll». 
j=l 


Rimangono da stimare gli integrali nella seconda sommatoria al secondo 
membro di (2.7). I nuclei 


Kin,j(2) := hK(2)zz; 
che appaiono in quegli integrali soddisfano le stime 


|Knigl(A)| < de. 
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Infatti, ricordando che |Kn,;(2)] < c|lz|7N e che Kx;j è un nucleo di 
Calderon-Zigmund , 


[Knag(2)] = TallEng(A] < dz". 


La seconda sommatoria al secondo membro di (2.7) si può stimare con una 
costante positiva, indipendente da e, e moltiplicata dalla funzione 


1 1 ò 
= / 0-9 fa MIDA +40 — 9) eye 


Definiamo 4 
s=1+2 e soel4- 
q p 
Poichè 
Li 1 _ 1 % 1 e. I di 
i ss 14+p/a 1+q/p p+q p+g 
abbiamo 


w(£) <fa-2(/, ra b)l')” 
CO 


(ponendo y + t(x — y) = 2 nell’ultimo integrale) 


= [a-a (ram) (Da) A - grane 
= [a-ateimna) (Dar), 


dove 
If(2)= L. [e — gl N+1f(v)dy 


Ricordando che I è un operatore continuo da L”(RN) a L”*(RN) con + 


LL x per ogni 1 <m < N, risulta 


m 
Idol < c( f tele)? = coll, 
poichè 
i a 1 
r p N 
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Analogamente 


- 


(Dal) <e( |. 1D*a(0]"4)* = ellD'allà 


poichè 


Di conseguenza, essendo 


Vul <c / (CE CAD'a1F)Fd2 
< c||T(|o]SF|IT(1D2a}®" ||, 
otteniamo finalmente 
ol: < cI\v]lpIl Dalla. 


Questo completa la dimostrazione del teorema. 
COROLLARIO 2.1. Supponiamo siano soddisfatte le ipotesi del Teore- 
ma 2.1. Allora, per ogni j € {1,---, N}, 


ad; Tell: < cllalla.glv]le. 


Dimostrazione. Osserviamo dapprima che 
[ad;,T]v = ad;(Tv) — (T(ad;v)) 
= dj;(aTv) — d;(a)Tu — T(d;(av)) +7((d;a)v) 
(TE, pil = 0) 
= d;(aTv) — T(av)) + [T, d;a]v 
. = 0j[a,T]v — [T,djav. 


Dal Teorema 1.1 si ottiene 
a;la, Tell: < CID?allllo]lp: 
D'altra parte, poichè T è un operatore di Calderon-Zigmund, 


IT, ;a]oll: < IT((6;a)v)[l- + I(0;)Tol, 
< CiI(9;a)v]l- + |[9;al| we l{Tollp 


< Clld;all ze lv]l < Cilallgalllle. 
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3. Il Teorema di immersione. Scopo di questo paragrafo è la dimo- 
strazione del Teorema 2.1 Osserviamo dapprima che la norma in 73? di una 
funzione reale f € C5°(R°) è equivalente a 


3 
ILfII2 + D_ NF (IF(G;S) I 


dove 
pi 
JE) :=(1+|6)9)77, geR. 
D'altra parte, definendo 


(3.1) m;(€) = 64°) = ad 
per l'identità di Parseval, 
IF UPN = (3) / PFODAANA 
= (5) / inFFONA 
= (fim) 


A J, F-1(im;F(f))9;fde 
R3 
= [mare 
R3 
Nell’ultimo termine abbiamo posto 


T;(f):=F(im;F(f)). 
È facile verificare che T;(f) = T;(f). Da (1.3) si ottiene 
d; = 4; = a;jd3, se E) = I Di 


D'altra parte 
1 La 
03 = ga] = gta = X2X1). 
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Utilizzando questa identità nell’ultimo termine di (3.2), quando j = 1,2 si 
ha 


[,Bs0s= [ mrxss- [Enit - 22%) 


= [ossi [cena [Eni 


mentre, quando j = 3, 
1 
J, T;f0;f = N —T;f(X1X2 a XaX1)f 
R3 R3 4 


= [xt (GRA) AI - [FA 


La funzione m; in (3.1) soddisfa la condizione (2.1) e quindi 7; è un operatore 
di Calderon-Zygmund. Pertanto 


(3.2) If, TifX;f| < WNEfN2KX;f}la < CHS21XGf]l2- 
Il Corollario 2.1 consente di stimare 
fAiTNAI 
R3 
con 0; = ni oppure a; = - e k,h = 1,2. Infatti, poichè 
Xi (a;T;f) = Xi(0;)T;f — a;XxT;f 
= Xi(a;)T;f — ;T;Xxf — a;[Xx, T;]f 
= Xi(a;)T;f — a;T;Xxf — ajlaxd, Ti]f, 
abbiamo 
| J, xi (0,T:9)Xaf] S Kg IeMZ£ MX + logo EC NI]X5f1 
+][0g;}lool}{axdk, T;]f||2|Xnf]l2: 
D'altra parte 


Xi (3) lle < 166 (2) Ile + N7250xll 


< 1Xx(2) Il + [z]kel2salk 
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sf di gi 1 
ez (2) lo < Ias x2 (7) lle + l2xicsHlo 
T* 1 i 
< Ia;lloIlXE(7)Il0+ lio (N0xcsHlo + [llol}aka;ll). 


Allora, grazie alle immersioni classiche, H®?(R?) CH 1.:(R?) C L8(R3) e 
H°?(R°) C L°(R°), otteniamo la seguente stima: 


(3.3) IIX(0;)lle < C(M), k=1,2, j=1,2,3. 
Poichè 7; è un operatore di Calderon-Zigmund abbiamo anche 


(3.4) ITS < CHI» NZ;(Xx Pl < CHX&SII 


Infine, per il Corollario 2.1, 


(3.5) Ilaxok, T;]flla < Cilallaallflls: 
Raccogliendo, da (3.2)-(3.5) otteniamo 


uu 
(3.6) IIa < COOCLFI + ILFII8) DI HGSIl2 + INFIIB: 


j=l 


Ricordando la classica immersione di Sobolev H?'?(R3) C L? (R*) e la ovvia 
stima ||f}l2 < ||f]l1/2,2, da (3.6) si ottiene 


2 
INIT» < 0) (1NF:/22 DHX; fl) + INA 
g=i 


1 - 2 
< If1lî,22+ 200) (DO IX;SI) + I1FIR. 
ta 


La disuguaglianza (1.11) segue immediatamente da queste stime. 
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